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Primjena AG-nejednakosti u planimetriji
Ilija Ilǐsević∗
Sažetak. Razmatraju se primjene AG-nejednakosti u planimetriji,
koje su ilustrirane na nizu zanimljivih zadataka prilagod̄enih učenicima
srednjih škola.
Ključne riječi: AG-nejednakost, planimetrija
Applications of AG inequality in planimetry
Abstract. Applications of AG-inequality in planimetry are consid-
ered. These applications are illustrated on a number of interesting tasks
adapted for high school students.
Key words: AG-inequality, planimetry
Neka je a = (a1, a2, . . . , an) n-torka nenegativnih realnih brojeva. Tada su arit-
metička i geometrijska sredina n-torke a definirane redom s
An(a) =
a1 + a2 + · · ·+ an
n
, Gn(a) = n
√
a1a2 · · ·an.
Vrijedi:
An(a) ≥ Gn(a).
Pritom jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a1 = a2 = · · · = an. Nejednakost
An(a) ≥ Gn(a) nazivamo aritmetičko-geometrijska ili kraće AG-nejednakost. Dokaz
te nejednakosti može se primjerice vidjeti u [6].
Primijenit ćemo ovu nejednakost na nekoliko zadataka iz planimetrije.
Zadatak 1. Dokažite da za pravokutni trokut vrijedi
2r + c ≥ 2
√
ab,
gdje su a i b duljine kateta, c duljina hipotenuze, a r polumjer trokutu upisane
kružnice.
Rješenje. Prema AG-nejednakosti je a + b ≥ 2
√
ab, a kako za pravokutni trokut
vrijedi 2r + c = a + b, to je 2r + c ≥ 2
√
ab. Jednakost vrijedi onda i samo onda ako
je a = b, tj. ako je pravokutni trokut jednakokračan.
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Zadatak 2. Dokažite da za pravokutni trokut vrijedi
R + r ≥
√
2P,
gdje je P površina trokuta, a R i r polumjeri trokutu opisane i upisane kružnice,
redom.
Rješenje. Vrijedi





















Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a = b, tj. ako je pravokutni trokut
jednakokračan.




































































Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je ab =
b
a , odnosno a = b, tj. za jed-
nakokračno pravokutni trokut.
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Zadatak 4. Odredite koji od pravokutnih trokuta s danom duljinom hipotenuze
ima najveću površinu.
Rješenje. Iz P =
ab
2






Kako je prema AG-nejednakosti
√
a2(c2 − a2) ≤ a






to je Pmax = c
2
4 i dostiže se za a




Zadatak 5. Od svih pravokutnih trokuta danog opsega 2s, odredite onaj koji
ima najveću površinu.
Rješenje. Iz a + b +
√
a2 + b2 = 2s slijedi
√
a2 + b2 = 2s − (a + b).
Kvadriranjem i sred̄ivanjem dobivamo
ab
2
= s2 − sc,
odnosno
P = s2 − sc.
Površina je maksimalna kada je c minimalno. Kako je prema AG-nejednakosti
a2 + b2 ≥ 2ab, to je
2(a2 + b2) ≥ a2 + b2 + 2ab = (a + b)2,
tj. 2c2 ≥ (a + b)2. Odatle slijedi










Jednakost vrijedi za a = b i tada je c = 2s√
2+1
minimalno, a
Pmax = s2 −
2s2√
2 + 1
= (3 − 2
√
2)s2.
Dakle, najveću površinu ima jednakokračno pravokutni trokut.
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Zadatak 6. Koji trokut danog opsega 2s ima najveću površinu?








(s − a)(s − b)(s − c),
to je površina maksimalna kada je
√









(s − a)(s − b)(s − c) ≤
√(














Maksimum se dostiže kada vrijedi jednakost, a to je onda i samo onda ako je
s − a = s − b = s − c, tj. a = b = c.













Zadatak 7. Dokažite da za svaki trokut vrijedi nejednakost
a2 + b2 + c2 ≥ 4P
√
3,
gdje su a, b, c duljine stranica, a P površina trokuta.





(a + b + c)(a + b − c)(a + c − b)(b + c − a).
Kako je prema AG-nejednakosti
(a + b − c)(a + c − b)(b + c − a)
≤
(













(a + b + c)
(









3(a2 + b2 + c2) −
(











a2 + b2 + c2√
3
.
Odatle slijedi a2 + b2 + c2 ≥ 4P
√
3. Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je
a = b = c, tj. za jednakostraničan trokut.
Zadatak 8. Kakav je trokut ABC ako je
R(b + c) = a
√
bc,
gdje su a, b, c duljine stranica, a R polumjer trokutu opisane kružnice.





















Slijedi a = 2R, pa je trokut pravokutan s hipotenuzom a. No, tada je b + c = 2
√
bc,
a to vrijedi onda i samo onda ako je b = c. Dakle, trokut ABC je jednakokračno
pravokutni s pravim kutom u vrhu A.














Rješenje. Danu nejednakost možemo zapisati, redom, u ekvivalentnom obliku
|ac2 + b2c + a2b − bc2 − a2c − ab2|





|(a − b)(b − c)(a − c)|






Kako je prema AG-nejednakosti
a + b ≥ 2
√
ab, b + c ≥ 2
√




|(a − b)(b − c)(a − c)|
(a + b)(b + c)(c + a)
≤ |(a − b)(b − c)(a − c)|
8abc
=









pri čemu zadnja nejednakost slijedi iz nejednakosti trokuta.
Zadatak 10. Neka su a, b, c duljine stranica trokuta. Dokažite da vrijedi ne-
jednakost
a
b + c − a
+
b
c + a − b
+
c




b + c − a
2
> 0, y =
c + a − b
2
> 0, z =




a = y + z, b = z + x, c = x + y,














































































pa je točna i polazna nejednakost. Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je
x = y = z, a to je onda i samo onda ako je a = b = c, tj. za jednakostraničan
trokut.
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Zadatak 11. Neka su va, vb, vc duljine visina, a r polumjer trokutu upisane
kružnice. Dokažite da vrijedi nejednakost















gdje je P površina, a s poluopseg trokuta. Tada nejednakost koju treba dokazati


























































































≥ 3 + 2 + 2 + 2 = 9,































, tj. za a = b = c,
tj. za jednakostraničan trokut.




































































































Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a = b = c, tj. za jednakostraničan trokut.




gdje je a duljina stranice, s poluopseg, a va duljina visine povučene na stranicu a.




















(s − b)(s − c) ≤ a
2
.
Kako je prema AG-nejednakosti
√
(s − b)(s − c) ≤ (s − b) + (s − c)
2
=
2s − (b + c)
2
=






to je točna i nejednakost koju je trebalo dokazati. Jednakost vrijedi onda i samo
onda ako je b = c, tj. za jednakokračan trokut s osnovicom a.






gdje je a duljina stranice, s poluopseg, a ta duljina težǐsnice povučene na stranicu
a.
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2b2 + 2c2 − a2 ≥
√
a(8s − 9a),
2b2 + 2c2 − a2 ≥ a(8s − 9a),
2b2 + 2c2 − a2 ≥ a
(
4(a + b + c) − 9a
)
,
2b2 + 2c2 − a2 ≥ a
(
4b + 4c − 5a
)
,
2b2 + 2c2 − a2 ≥ 4ab + 4ac − 5a2,
2b2 + 2c2 + 4a2 ≥ 4ab + 4ac,
b2 + c2 + 2a2 ≥ 2ab + 2ac,
(a2 + b2) + (a2 + c2) ≥ 2ab + 2ac.
Kako je prema AG-nejednakosti a2 + b2 ≥ 2ab i a2 + c2 ≥ 2ac, to je posljednja
nejednakost točna, pa je točna i nejednakost koju je trebalo dokazati. Jednakost
vrijedi onda i samo onda ako je a = b = c, tj. za jednakostraničan trokut.
Zadatak 15. Neka su ta, tb, tc duljine težǐsnica povučene na stranice trokuta




















































































































(2 · 2 + 2 · 2 + 2 · 2 − 3) = 9
4
.
Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a = b = c, tj. za jednakostraničan trokut.
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Zadatak 16. Opseg kružnog isječka je a. Koliki mora biti polumjer r da bi
površina isječka bila maksimalna i kolika je ta površina?











Kako je prema AG-nejednakosti
(a − 2r)2r ≤
(


















Jednakost (a time i maksimum) vrijedi za a−2r = 2r, tj. za r = a4 . Dakle, površina






Zadatak 17. Iz točke P unutar trokuta ABC povučene su okomice PA1, PB1,










bude minimalan i odredite tu minimalnu vrijednost.











Slika 1. Trokut ABC iz Zadatka 17.
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Kako je













(ax + by + cz),
to je











(ax + by + cz)











































2P (ABC) · S ≥ a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc
= (a + b + c)2.
Odatle slijedi




Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je x = y = z. Tada je P sredǐste trokutu
ABC upisane kružnice, a
Smin =
(a + b + c)2
2P (ABC)
.
Zadatak 18. Dan je trokut ABC. Neka su A′, B′, C′ točke presjeka sime-
trala kutova CAB, ABC, BCA, redom sa stranicama BC, CA, AB, a I je sredǐste




|AI| · |BI| · |CI|




Rješenje. Neka je kao na Slici 2., |BC| = a, |CA| = b, |AB| = c te neka je p = |CA′|
i q = |A′B|. Prema poučku o simetrali kuta je p : q = b : c, a odatle prema pravilu












Primjenjujući poučak o simetrali kuta na trokut AA′C dobivamo
|AI| : |IA′| = b : p,
odakle je prema pravilu o razmjeru
|AI| : (|AI| + |IA′|) = b : (b + p),
tj.
|AI|





































a + b + c
.
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Stoga je
|AI| · |BI| · |CI|









a + b + c
· a + c
a + b + c
· a + b
a + b + c
=
(a + b)(a + c)(b + c)
(a + b + c)3
.
Dokažimo najprije desnu nejednakost. Kako je prema AG-nejednakosti
(a + b)(a + c)(b + c) ≤
(











(a + b + c)3,
to je
|AI| · |BI| · |CI|




Sada dokažimo lijevu nejednakost. Imamo
a + b




· 2a + 2b




· (a + b + c) + (a + b − c)






a + b − c










a + c − b










b + c − a




|AI| · |BI| · |CI|





a + b − c
a + b + c
)(
1 +
a + c − b
a + b + c
)(
1 +
b + c − a







a + b − c
a + b + c
+
a + c − b
a + b + c
+
b + c − a







a + b − c + a + c − b + b + c − a







a + b + c









|AI| · |BI| · |CI|
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[2] L. Bőrcsők, Érettségi, felvételi feladatok, Matematika, Szukits Könyvkiado,
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